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基本思路

• 股票价格服从的随机过程

• 由 ITÔ 引理可得期权价格相应服从的随机过程

• BSM 微分方程

• BSM 期权定价公式
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标准布朗运动（维纳过程）

• 布朗运动（ BROWNIAN MOTION ）起源于英国植物学

家布郎对水杯中的花粉粒子的运动轨迹的描述。

• 标准布朗运动的两大特征：

• 特征 1 ： Δ𝑧 = 𝜀 Δ𝑡（标准正态分布）

• 特征 2 ： 对于任何两个不同时间间隔 ∆T ， ∆Z 的值相互独立。

（独立增量）
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维纳过程的性质

•

• 也服从正态分布

• 均值等于 0

• 方差等于 T − 

• 标准差等于

• 方差可加性(标准差不能加)
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为何使用布朗运动？
• 正态分布：经验事实证明，股票价格的连续复利收益率近

似地服从正态分布

• 数学上可以证明，具备特征 1 和特征 2 的维纳过程是一个

马尔可夫随机过程（未来价格仅与当前价格有关），从而

与弱式 EMH 相符。

• 维 纳 过 程 在 数 学 上 对 时 间 处 处 不 可 导 和 二 次 变 分

（ QUADRATIC VARIATION ）不为零的性质，与股票收

益率在时间上存在转折尖点等性质也是相符的
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一、弱式有效市场假说(Weak-Form Market Efficiency)
在弱式有效的情况下，市场价格已充分反映出所有过去历史的证券价格信息，
包括股票的成交价、成交量，卖空金额、融资金额等；
推论一：如果弱式有效市场假说成立，则股票价格的技术分析失去作用，基本
分析还可能帮助投资者获得超额利润.。
二、半强式有效市场假说(Semi-Strong-Form Market Efficiency)
价格已充分反映出所有已公开的有关公司营运前景的信息。这些信息有成交价、
成交量、盈利资料、盈利预测值、公司管理状况及其它公开披露的财务信息等。
假如投资者能迅速获得这些信息，股价应迅速作出反应。
推论二：如果半强式有效假说成立，在市场中利用基本面分析则失去作用，内
幕消息可能获得超额利润。
三、强式有效市场假说(Strong-Form Market Efficiency)
价格已充分地反映了所有关于公司营运的信息，这些信息包括已公开的或内部
未公开的信息。
推论三：在强式有效市场中，没有任何方法能帮助投资者获得超额利润，即使
基金和有内幕消息者也一样。

实际上，有效市场假说存在严重的问题



普通布朗运动：标准布朗运动的扩展

• 遵循普通布朗运动的变量𝑥是关于时间和𝑑𝑧的动态过程：

或者
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对普通布朗运动的理解

普通布朗运动的离差形式为

• ∆𝑥具有正态分布特征，其均值为 ，标准差为

，方差为

• 在任意时间长度 T 后𝑥值的变化也具有正态分布特征，其均

值为 𝑎𝑇 ，标准差为 ，方差为 。

• 标准布朗运动为普通布朗运动的特例(𝑎 = 0)。
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伊藤过程（ ITÔ PROCESS ）

• 伊藤过程

其中， 是一个标准布朗运动， 𝑎,𝑏是变量𝑥和𝑡的函数，变量𝑥的漂移

率为𝑎，方差率为𝑏2。
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标准布朗运动

普通布朗运动

伊藤过程

几何布朗运动

推广

推广

特例

Δ𝑧 = 𝜀 Δ𝑡
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伊藤特例：几何布朗运动（ GEOMETRIC 
BROWNIAN MOTION ）

• 几何布朗运动

其中 𝜇和 𝜎均为常数

• 一般用几何布朗运动来描述股票价格的随机过程

• 可以避免股票价格为负从而与有限责任相矛盾的问题

• 几何布朗运动意味着股票连续复利收益率服从正态分布，这与实际较

为吻合
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2
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注意：因为t不连续，所以随机微分方程对时间不可导



伊藤引理（ ITÔ LEMMA ）

• 若变量 𝑥遵循伊藤过程，则变量 𝑥和 𝑡的函数 G 将

遵循如下过程：

其中， 是一个标准布朗运动。
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二元函数泰勒展开式

• 𝐺 𝑥, 𝑡 的泰勒展开式为（取增量）：
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忽略比 ∆T 高阶的项

• 在常微分中，我们得到

• 在随机微分中，我们得到：

其中，最后一项的阶数为 ∆𝑡
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将 ∆X 代入

• 将 代入最后一项，并忽略比 ∆𝑡 高阶的项，

则

• 由于

• 而 的方差和 同阶，可以忽略，因此有
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取极限

• 取极限

• 代入

• 可得
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伊藤引理的运用

• 如果我们知道 𝑥遵循的伊藤过程，通过伊藤引理可以推导

出𝐺 𝑥, 𝑡 遵循的随机过程。

• 由于衍生产品价格是标的资产价格和时间的函数，因此伊

藤引理在衍生产品分析中扮演重要的角色。
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案例 11.1 ： 𝐿𝑛𝑆所遵循的随机过程

• 假设变量 S 服从几何布朗运动

• 令 ，则

• 运用伊藤引理可得 所遵循的随机过程为

说明连续复利收益率 服从期望值 方差为

的正态分布。

• 特别注意：在随机微分方程中
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案例 11.2 ： 远期价格F 所遵循的随机过程

• 假设变量 S 服从几何布朗运动

• 由于 ，则

• 运用伊藤引理可得

说明期货价格的漂移率比标的资产小𝑟（也验证了“远期和

预期无关”）。
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根据伊藤引理，其远期合约（𝑓 = 𝑆 − 𝑋𝑒−𝑟(𝑇−𝑡)）的价值在风险中性世

界中遵循(练习)

𝑑𝑓

𝑓
= 𝑟𝑑𝑡 +

𝛿𝑆

𝑓
𝑑𝑧
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假设𝑥𝑡是在T时刻支付1美元的零息票债券按连续复利计息的

到期收益率。𝑥𝑡遵循如下过程：

𝑑𝑥𝑡 = 𝑎 𝑥0 − 𝑥𝑡 𝑑𝑡 + 𝑠𝑥𝑡𝑑𝑧𝑡

其中，𝑥𝑡，𝑎，𝑠，是正常数，𝑑𝑧𝑡是维纳过程。写出债券价

格遵循的过程。
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股票价格的变化过程：几何布朗运动 I

• 股票价格服从几何布朗运动

意味着

• 几何布朗运动具有如下性质：
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注意：和常微分方程不同

思考：短期股价好预测还是长期股价好预测？



股票价格的变化过程：几何布朗运动 III

• 股票价格的对数服从普通布朗运动，特定时刻的股票价格服从对数正

态分布。
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股票价格的变化过程：几何布朗运动 II

• S 不会为负，这与有限责任下股票价格不可能为负是一致的。

• 股票连续复利收益率服从正态分布。

• 𝑇 − 𝑡期间年化的连续复利收益率可以表示为

• 可知随机变量 𝜂（连续复利收益率）服从正态分布

• 𝜎是股票连续复利收益率的年化标准差，也被称为股票价格对数的波

动率（ VOLATILITY ）
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案例 11.3 ：几何布朗运动下股票价格
的概率分布 I

• 设 A 股票的当前价格为 50 元，预期收益率为每年18% ，

波动率为每年 20% ，假设该股票价格遵循几何布朗运动

且该股票在 6 个月内不付红利。

• 请问该股票 6 个月后的价格 的概率分布如何？A 股票

在 6 个月后股票价格的期望值和标准差分别是多少？
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案例 11.3 ：几何布朗运动下股票价格
的概率分布 II

• 由题意知： S = 50, 𝜇= 0.18, 𝜎= 0.2, 𝑇 − 𝑡= 0.5 年

• 因此 6 个月后𝑆𝑇的概率分布为

• 即
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案例 11.3 ：几何布朗运动下股票价格
的概率分布 III

• 由于一个正态分布变量取值位于均值左右两个标准差范围内的概

率为 95% ，因此，置信度为 95% 时，

• 因此， 6 个月 A 股票价格落在 40.85 元到 71.81 元之间的概率为

95% 。
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案例 11.3 ：几何布朗运动下股票价格
的概率分布 IV

• 半年后，A 股票价格的期望值为 54.71 元，标准差为 60.46或

7.78 。
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百分比收益率与对数收益率

• 短时间内

• 几何布朗运动只意味着短时间内的股票价格百分比收益率服从正态分

布，长期间内股价百分比收益率正态分布的性质不再存在，但连续复

利收益率始终服从正态分布。
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预期收益率

• 为 ∆T 时间内股票的年化百分比期望收益率，股票的连续复利收益

率𝜇 −
𝜎2

2
。

• 根据资本资产定价原理, 𝜇取决于该证券的系统性风险、无风险利率水

平、以及市场的风险收益偏好。由于后者涉及主观因素，因此其决定

本身就较复杂。然而幸运的是，在无套利条件下，衍生证券的定价与

标的资产的预期收益率是（有关还是无关？）的。
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波动率

• 证券价格对数的年波动率，是股票价格对数收益率的年化

标准差

• 人们常常从历史的证券价格数据中计算出样本对数收益率

的标准差，再对时间标准化，得到年标准差，即为波动率

的估计值。

• 在计算中，一般情况下时间距离计算时越近越好；但时间

窗口也不宜太短；一般采用交易天数计算波动率而不采用

日历天数。
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样本间隔对收益率与波动率估计的影响
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衍生品价格所服从的随机过程

• 当股票价格服从几何布朗运动

• 根据伊藤引理，衍生证券的价格 G 应遵循如下过程：

• 衍生证券价格 G 和股票价格 S 都受同一个不确定性来源𝑑𝑧的影响
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假设

• 证券价格遵循几何布朗运动，即 𝜇和 𝜎为常数

• 允许卖空标的证券

• 没有交易成本

• 没有交易费用和税收，所有证券都完全可分

• 衍生证券有效期内标的证券没有现金收益支付

• 不存在无风险套利机会

• 证券交易是连续的，价格变动也是连续的

• 衍生证券有效期内，无风险利率 𝑟为常数

21:51 38

思考：金融工程发展需要最先突破那个假设？



BSM 微分分程的推导 I

• 由于假设股票价格 S 遵循几何布朗运动，因此

在一个小的时间间隔 Δ𝑡中， S 的变化值 ∆S 为
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BSM 微分分程的推导 II

• 设𝑓是依赖于 S 的衍生证券的价格，则 𝑓 一定是 S 和T 的函数，根据

伊藤引理可得：

在一个小的时间间隔∆𝑡中， 𝑓的变化值∆𝑓满足：
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BSM 微分分程的推导 III

• 为了消除风险源 ∆𝑧 ，可以构建一个包括一单位衍生证券空头和
𝜕𝑓

𝜕𝑆
单位

标的证券多头的组合。

• 令 Π 代表该投资组合的价值，则：

在∆𝑡时间后，该投资组合的价值变化 ∆Π 为

41

f
f S

S

f
f S

S

S S t S z

2
2 2

2

1

2

f f f f
f S S t S z

S t SS



BSM 微分分程的推导 IV

• 代入∆𝑓和 ∆S 可得

• 由于消除了风险，组合 Π 必须获得无风险收益，即
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BSM 微分分程的推导 V

• 因此

化简可得：

• 这就是著名的 BSM 微分分程，它适用于其价格取决于标的证券价格 S 

的所有衍生证券的定价。
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风险中性定价原理 I

• 观察 BSM 微分方程可以发现，受制于主观的风险收益偏好的标的证券

预期收益率并未包括在衍生证券的价值决定公式中。这意味着，无论

风险收益偏好状态如何，都不会对𝑓的值产生影响。

• 因此可以作出一个可以大大简化我们工作的假设：在对衍生证券定价

时，所有投资者都是风险中性的。
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为了计算方便

思考：风险中性与无风险的区别？（风险量、风险价格 ）



风险中性定价原理 II

• 在所有投资者都是风险中性的条件下（有时我们称之为进入了一个

“风险中性世界”）：

• 所有可交易资产的百分比预期收益率都等于无风险利率𝑟，因为风险中性

的投资者并不需要额外的收益来吸引他们承担风险。

• 同样，在风险中性条件下，所有现金流在求现值都应该使用无风险利率进

行贴现。

• 这就是风险中性定价原理。
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风险中性世界中可交易资产的随机过程

• 如果某种可交易资产的价格在现实世界中的随机过程为：

𝑑𝑥

𝑥
= 𝜇𝑑𝑡 + 𝛿𝑑𝑧

• 则在风险中性世界中其遵循：
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𝑑𝑥

𝑥
= 𝑟𝑑𝑡 + 𝛿𝑑𝑧

𝑑𝑥

𝑥
= 𝑟 + 𝜎𝜆 𝑑𝑡 + 𝛿𝑑𝑧



理解风险中性定价 I

• 假设一种不支付红利股票目前的市价为 10 元，我们知道在 3 个月后，

该股票价格要么是 11 元，要么是 9 元。现在我们要找出一份 3 个月

期协议价格为 10.5 元的该股票欧式看涨期权的价值。

• 由于欧式期权不会提前执行，其价值取决于 3 个月后股票的市价。若

3 个月后该股票价格等于 11 元，则该期权价值为 0.5 元；若 3 个月

后该股票价格等于 9 元，则该期权价值为 0 。
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思考：风险源有几个？
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学会对冲！！！



理解风险中性定价 II

• 为了找出该期权的价值，我们可构建一个由 1 单位看涨期权空头和 ∆

单位的标的股票多头组成的组合。

• 若 3 个月后股票价格等于 11 元，该组合价值等于(11∆ − 0.5) 元；若

3 个月后该股票价格等于 9 元，该组合价值等于 9∆ 元。

• 由于

11∆ − 0.5 = 9∆ ⇒ ∆ = 0.25

• 因此，一个无风险组合应包括 1 份看涨期权空头和0.25 股标的股票。

无论 3 个月后股票价格等于 11 元还是 9 元，该组合价值都将等于

2.25 元。
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理解风险中性定价 III

• 假设现在的无风险年利率为 10% ，则该组合现值为

• 因此

• 这就是说，该看涨期权的价值应为 0.31 元，否则就会存在无风险套利

机会。
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理解风险中性定价 IV

• 可以看出，在确定期权价值时，我们并不需要知道股票价格在真实世

界中上涨到 11 元的概率和下降到 9 元的概率。也就是说，我们并不

需要了解真实世界中股票未来价格的期望值，而期望值的确定正与投

资者的主观风险偏好相联系。（每个人牢牢钉在脑子里）

• 因此我们可以在假设风险中性的前提下为期权定价。
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理解风险中性定价 V

• 投资者厌恶风险程度、股票的预期收益率和股票升跌概率之间的联系：

• 在风险中性世界中，无风险利率为 10% ，则股票上升的概率 P 为：

那么，期权的价格怎么算？
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无收益资产欧式看涨期权的定价公式 I

• 在风险中性世界中，无收益资产欧式看涨期权到期时(T时刻)的期望值

为：

其中， ෠𝐸表示风险中性条件下的期望值。

• 相应地欧式看涨期权的价格c等于
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无收益资产欧式看涨期权的定价公式 II

• 由于在风险中性世界中
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BSM 期权定价公式的推导 I

• 由于

和

• 令
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BSM 期权定价公式的推导 II

• 其中

• 显然

• 即随机变量 W 的密度函数 H(W) 为
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BSM 期权定价公式的推导
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无收益资产欧式看涨期权的定价公式 III

• 积分可得

其中
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无收益资产欧式看涨期权定价公式理解 I

• 我们可以用股票和负债复制期权。

• 可以证明，𝑁 𝑑1 =
𝜕𝑓

𝜕𝑆
比较复杂，直接求导

它是构造无风险组合Π时的∆，是复制投资组合中股票𝑆𝑁 𝑑1 的数量，

就是股票的市值

• 而𝑋𝑒−𝑟 𝑇−𝑡 𝑁 𝑑2 则是复制交易策略中负债的价值。

• 由于主要参数都是时变的，因此这种复制策略是动态复制策略，必须

不断调整相关头寸数量。
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无收益资产欧式看涨期权定价公式理解 II

• 从金融工程的角度来看，欧式看涨期权可以分拆成或有资产看涨期权

（ ASSET-OR-NOTHING CALL OPTION ）多头和 X 份或有现金看

涨期权（ CASH-OR-NOTHING CALL OPTION ）空头之和。
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无收益资产欧式看涨期权定价公式理解 III

• 𝑁 𝑑2 是在风险中性世界中𝑆𝑇大于 X 的概率，即欧式看涨期权被执

行的概率，因此𝑋𝑒−𝑟 𝑇−𝑡 𝑁 𝑑2 可以看成预期执行期权所需支付的

现值。

• 而𝑁 𝑑1 则是在以股票作为记账单位的风险中性世界里𝑆𝑇大于X的

概率。 )𝑆𝑁(𝑑1 可以看成期权持有者预期执行期权所得资产的现值。
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无收益资产欧式看涨期权定价公式理解 IV

• 𝑁 𝑑2 是在风险中性世界中𝑆𝑇大于X的概率，即欧式看涨期权被执行的概率，

因此𝑋𝑒−𝑟 𝑇−𝑡 𝑁 𝑑2 可以看成预期执行期权所需支付的现值。

• 而

则是在风险中性世界里，一个如果𝑆𝑇 > 𝑋就等于𝑆𝑇否则就等于 0 的一个变

量的期望值， )𝑆𝑁(𝑑1 则是这个值的贴现值，可以看成期权持有者预期执行

期权所得收入的现值。

• 因此整个看涨期权定价公式就是在风险中性世界里期权未来期望回报的现

值。
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欧式平价期权的定价公式

• 欧式平价看涨期权（一般鼓励买平价期权）
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平价期权 C/S与波动率与期限的关系
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无收益资产欧式看跌期权的定价公式

• 根据 PCP 平价关系可得

• 对于平价期权，C=P
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无收益资产美式看涨期权的定价公式

• 在标的资产无收益情况下， C = 𝑐 ，因此无收益资产美式看涨期

权的定价公式同样是：

21:51 66

      
 

1 2

r T t
C SN d Xe N d



有收益资产的欧式期权的定价公式 I

• 在收益已知的情况下，我们可以把标的证券的价格分解成两部分：期权

有效期内已知收益的现值部分和一个有风险部分。在期权到期之前，收

益现值部分将由于标的资产支付收益而消失。

• 因此，只要从标的证券当前的价格 S 中消去收益现值部分，将剩下有风

险部分的证券价格作为真正影响期权价值的标的资产价格，用𝜎表示证

券价格中风险部分的波动率，就可直接套用公式分别计算出有收益资产

的欧式看涨期权和看跌期权的价值。
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有收益资产的欧式期权的定价公式 II

• 当标的证券已知收益的现值为 I 时，用 (S − I) 代替 S

• 当标的证券的收益为按连续复利计算的固定收益率 Q

（单位为年）时，用 代替 S
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有收益资产的欧式期权的定价公式 III

• 一般来说，期货期权、股指期权和外汇期权都可以看作

标的资产支付连续复利收益率的期权。

• 欧式期货期权可以看作一个支付连续红利率为 𝑟的资产的欧式

期权

• 股指期权则是以市场平均股利支付率为收益率

• 外汇期权标的资产的连续红利率为该外汇在所在国的无风险利

率
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有收益资产的美式看涨期权的定价

• 先确定提前执行美式看涨期权是否合理

• 若不合理，则按欧式期权方法定价

• 若在𝑡𝑛提前执行可能是合理的，则要分别计算在 T 时刻和𝑡𝑛时刻到期的欧

式看涨期权的价格，然后将二者之中的较大者作为美式期权的价格。在大

多数情况下，这种近似效果都不错。
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美式看跌期权的定价

• 美式看跌期权无论标的资产有无收益都有提前执行的可能，而且

与其对应的看涨期权也不存在精确的平价关系，因此一般通过数

值方法来求美式看跌期权的价值。
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BSM 期权定价公式的参数估计

• BSM 期权定价公式中的期权价格取决于下列五个参数：标的资产

市场价格、执行价格、到期期限、无风险利率和标的资产价格波

动率

• 在这些参数当中，前三个都是很容易获得的确定数值。但是无风

险利率和标的资产价格波动率则需要进行估计。

• 到期期限、无风险利率和波动率的时间单位必须相同（通常为

年）。
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估计无风险利率

• 使用连续复利的即期利率

• 美国：国债利率；中国：银行存款利率/国债市场即期利率

• 选择距离期权到期日最近的利率
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估计标的资产价格的波动率 I

• 历史波动率

• 样本对数收益率标准差

• 广义自回归条件异方差模型（ GENERALIZED AUTOREGRESSIVE

CONDITIONAL HETEROSKEDASTICITY，GARCH ）和随机波动率

模型

• 隐含波动率
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BSM 期权定价公式的精确度评价

• BSM 期权定价公式在定价方面存在一定偏差，但它依然是迄今为止解

释期权价格动态的最佳模型之一，应用广泛，影响深远。

• BSM 期权定价与市场价格存在差异的主要原因：

• 期权市场价格偏离均衡；

• 使用错误的参数；

• BSM 期权定价公式建立在众多假定的基础上。
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BSM 期权定价公式的缺陷与拓展

• 无交易成本假设的放松

• 常数波动率假设的放松

• 参数假设的放松

• 资产价格连续变动假设的放松
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