
第五章 非线性趋势外推预测法

◼讲授内容:

第一节 多项式曲线预测

第二节 对数曲线趋势预测

第三节 指数曲线和修正指数曲线趋势预测

第四节 S形曲线预测模型

第五节 非线性趋势预测案例

◼思考与练习



第五章 非线性趋势外推预测法

◼ 对于许多经济和技术问题，预测对象的变化随时间
大致呈现出某种曲线形态，如多项式曲线、对数曲
线、指数曲线等。

◼ 本章将介绍几种常见的非线性趋势外推预测模型，
及其参数估计和适用条件。

◼ 非线性趋势外推预测是指根据时间序列的长期趋势
，以时间t为自变量，时间序列Yt为因变量，拟合非
线性趋势模型 ，然后以顺延的时间单位作为
已知条件，据以进行外推预测。
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◼ 多项式曲线模型的基本形态为：

(5.1)

其中，经济变量 为模型的因变量，时间t为模

型的自变量， （i=0,1,…,p）为待估参数，p

表示多项式的次数， 为误差项。

◼ 参数的个数越多，多项式的次数越高，模型就

越复杂。
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一、二次多项式曲线预测

◼ 二次多项式曲线模型的形式为：

(5.2)

◼ 其图像是二次抛物线，在某一时点出现趋势转折
点，曲线增长方向出现改变。例如，当 >0时，
如图5-1所示：
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一、二次多项式曲线预测

◼ 1.估计二次曲线参数

⚫三点法的基本思路是：从经济对象样本序列{  }的首尾两

端和正中间分别取一定量的项，然后对这些项及其对应的

时间序列{t}进行算术平均或加权平均，得到三组简单算

术平均数值或加权平均数值 。将求得的

三组数据代入式（5.2），可得三个方程，联立方程求解，

可得三个参数 ， 和 的估计值。
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一、二次多项式曲线预测

⚫三点法的具体计算步骤如下：

设n为时间序列的总项数（n取奇数），分别在初期、中期、
末期取k项序列。一般k与n要相符，n越大各期所取的项也
越多。一般情况下，当n≥15，取k=5；当9≤n≤15，取k=
3。下面的介绍以k=5为例，即作五项加权平均，权重取
=i（i=1,2,…,5）。

为各期的加权平均值，d为正中
项， ，则有：
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一、二次多项式曲线预测
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对应的时间序列{Yt}也以相同的权数求加权平均值：
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一、二次多项式曲线预测

将这三个点代入二次模型中，可得：
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一、二次多项式曲线预测

可解得参数估计值：

2

231
2

)5(

)2(2
ˆ

−

−+
=

n

YYY
a

第五章>>第一节

2
13

1
ˆ

3

73

5
ˆ a

n

n

YY
a

+
−

−

−
=

2110
ˆ

9

121
ˆ

3

11
ˆ aaYa −−=

自行演算三项加权平均的参数估计值



◼ 2.二次多项式曲线趋势预测的适用条件

⚫一种方法是简单的直观法，它是将预测对象的时间序列数

据绘制成散点图并对其进行观察，若呈现先升后降或先降

后升的发展趋势，即可采用二次多项式曲线预测法。简单

直观是该方法的优点，但是由于制图比例、观察者的目测

等因素影响，该方法又显得较为粗糙和不精确。

一、二次多项式曲线预测
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一、二次多项式曲线预测

⚫另一种方法是数据分析法。

设时间序列 的图形为二次多项式曲线，记 的
一阶差分，即：

可见，经过一阶差分后的序列仍受时间趋势t的影响，
有一个上升的趋势。

⚫记 为 的二阶差分，则有：

经过二阶差分后的序列变为一常数，这就是二次多项
式曲线模型的一个特点。
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一、二次多项式曲线预测

对于时间序列数据，逐期求二阶差分，若各期的
二阶差分接近于一个常数或二阶差分比较平稳，
则时间序列的发展趋势近似于二次多项式曲线趋
势，可配合二次多项式曲线模型进行预测。
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一、二次多项式曲线预测

【例5-1】某啤酒厂过去9年的啤酒产量如表5-1
所示，试预测今年的啤酒产量。
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一、二次多项式曲线预测

【例5-1】某啤酒厂过去9年的啤酒产量如表5-1所示，试
预测今年的啤酒产量。
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二、三次多项式曲线预测

◼ 三次多项式曲线模型为：

(5.3)

◼ 其图像会出现两次方向转变，在两次的转折点上，
预测对象的发展方向会出现变化。如图5-2所示。
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二、三次多项式曲线预测

◼ 1.参数估计

⚫由于该模型有四个未知参数 ，用之前的三点
法所得的方程个数不足以求解所有未知参数，所以这里需
要确定四个典型点。

0 1 2 3, , ,a a a a

即采用四点法
对模型参数进

行估计
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二、三次多项式曲线预测

◼ 1.参数估计

⚫将时间序列 ，按先后顺序分成间隔相等的四段，分别
称为首段、中间偏左段、中间偏右段、末段，然后从各
段分别取一定量的项构成样本，并分别计算各段所取项
的平均数。

⚫当时间序列的总项数大于20时，每段取五项，则对每段
中的五项按先后顺序分别以1，2，3，4，5为权数计算加
权平均数。
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二、三次多项式曲线预测

◼ 1.参数估计

⚫分别将各段的中点序号记为

⚫当时间序列总项数小于20时，可在各段选取三项进行加
权平均，权数从远至近取1，2，3，同样可以确定四个典
型点的坐标，从而计算待估参数。

第五章>>第一节

1 2 3 4, , ,d d d d



二、三次多项式曲线预测

◼ 1.参数估计

⚫由于n奇偶不定，因此除了d1和d4以外，其余两个参数可
能无法取得整数，这里要使d2和d3为整数，时间序列Yt，
的总项数n需满足n=20+3r，r为整数。当n不满足该条件
时，可以删去最早的一期或两期数据，或删去受随机因
素影响最大的数据来使其满足。
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◼ 2.三次多项式曲线模型的适用条件

⚫判断预测对象是否可采用三次多项式曲线模型进行
趋势预测的方法与二次多项式曲线的判断方法类似，
可以用绘图法，也可以用数据分析法。在样本较少
的情况下，第一种方法不失为一个较简便的方法，
只需找到两个转折点即可；但在样本多的情况下，
该方法就显得较为麻烦。这里还是建议用数据分析
法，与二次多项式曲线的分析过程一样，都是对时
间序列作差分，唯一不同的是，当数据符合三次多
项式曲线趋势时，对其差分的次数要增加一次，才
能使修正后的数据不受趋势影响，即以某一个常数
变化。

二、三次多项式曲线预测
第五章>>第一节
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一、对数曲线模型

◼ 一般情况下，经济数据的时间序列较多地呈现出
对数变化趋势，常见的对数曲线模型有三种：

(5.4)

(5.5)

(5.6)

◼ 其中，最常见的对数模型为模型（5.4），经过
变换有：

ln t tY a bt u= + +

ln lnt tY a b t u= + +

lnt tY a b t u= + +

ta bt u

tY e
+ +

=

第五章>>第二节



二、参数估计

◼ 回归模型预测法来估计该模型的参数,该方法的
基本思想为：对因变量序列 取对数后，用新序
列对时间t建立线性回归模型，用OLS法估计参数
a，b。

◼ 下面介绍一类新方法，该方法可以利用自变量时
间t的特点来求出参数。

tY

第五章>>第二节



二、参数估计

⚫方法一：两点法

设已有的样本资料为 ；设n=2m，从

而可将样本分为如下两部分：

样本一：

样本二：

对每部分样本计算简单算术平均值或加权平均值，得

到两点 和 。以简单算术平均法为例，

均值的计算过程如下：
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将这两点代入模型（5.4），有：
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二、参数估计
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二、参数估计

⚫方法二：分段方程相加法

该方法利用对数求和的特殊计算公式，对分段的样本
求得两个方程，联立可解出参数为: 

• 设样本资料

• 分别将每个点代入模型（5-4）中，得到
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⚫方法二：分段方程相加法

分别对前m个方程和后m个方差求和可得：

化简可得：

二、参数估计
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二、参数估计

⚫方法二：分段方程相加法

该方法利用对数求和的特殊计算公式，对分段的样本
求得两个方程，联立可解出参数为: 
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二、参数估计

【例5-2】现已知某产品近8个月的销售量，试
预测该产品在下一个月的销量。

⚫我们可以先观察这些数据的图像（见图5-4），以判
断用何种模型来进行模拟。从散点图来看，该时间序
列的动态趋势类似于图5-3，因此我们可以用对数曲
线模型来拟合该数据。
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二、参数估计

【例5-2】现已知某产品近8个月的销售量，试
预测该产品在下一个月的销量。
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二、参数估计

【例5-2】现已知某产品近8个月的销售量，试
预测该产品在下一个月的销量。
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一、指数曲线模型

◼指数曲线模型的一般形式为：

(5.7)

其中，a，b为模型参数（a>0,b>0），t为
时间变量， 为误差项。

◼指数曲线图形如图5-6所示。
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一、指数曲线模型

◼ 1.指数曲线模型的适用条件

⚫指数曲线的特点是，时序中相邻两期之比即
环比为一常数，即：

因此，在分析预测对象时，如果时序各期环比
大致接近于某一个常数，我们便可对该时间序
列采用指数曲线模型来进行预测。
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一、指数曲线模型

◼ 2.参数估计

⚫对指数函数 两边取对数可得：

令 ，则上式可写成：

(5.8)

t
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* *ln tY a b t= +
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一、指数曲线模型

⚫可见，指数曲线模型可化成对数曲线模型：

(5.9)

⚫对于式（5.9），可运用最小二乘法估计参
数 ， ，然后通过式 和 求出a，
b；也可运用上一节介绍的两点法、分段方程相加
法来求解参数。

* *ln t tY a b t u= + +

*a *b
*aea =

*beb =
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二、修正指数曲线模型

◼ 现实中,常常有一些经济现象初期增长速度较快,
随后逐渐减慢,最终趋向于某一稳定状态,并且在
达到稳定状态之前,增长量的增长速度各期大体
相等。修正指数曲线模型可以描述上述发展过程
有饱和现象的一种增长规律。

◼ 修正指数曲线模型为：

(5.10)

◼ 其中，k，a，b为参数(k>0,a<0,0<b<1),t为时间
变量， 为误差项。
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二、修正指数曲线模型
第五章>>第三节

因此，当某变量的变动规律是初期增长较快，随后增长速度逐渐
放慢，最后趋向某一正常极限时，可用修正指数曲线来描述。



二、修正指数曲线模型
第五章>>第三节

由上述分析可得：修正指数曲线还可用来描述初期减少较快，随
后减少比较缓慢，最后趋向某一正常数极限的经济变量。



二、修正指数曲线模型

◼ 1.修正指数曲线模型的适用条件

⚫修正指数曲线的特点是，一阶差分的环比为一
常数，根据这一特征，当时间序列 的一阶
差分序列 的环比近似于一常数时，可配合
修正指数曲线模型来进行预测。
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二、修正指数曲线模型

◼ 2.参数估计
⚫对于修正指数曲线模型，设t=1,2,…,n，n=3m，

则参数k，a，b的估计值可采用三点法或分段
方程相加法来求得。

⚫方法一：三点法

把 分成三段 ,       

,                     。

tY ),,,( 21 mYYY 

),,,( 221 mmm YYY ++
),,,( 32212 mmm YYY ++
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⚫对这三段样本数据，分别在每段中选取一定量
的项进行加权平均或简单算术平均，得
到 ，与相应的时间均值可构成

三个点，代入模型（5.10）
中可得三个方程，解方程组从而得到参数估计
值。

),(),,(),,( 332211 YtYtYt

321 ,, YYY

二、修正指数曲线模型
第五章>>第三节



二、修正指数曲线模型
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⚫方法二：分段方程相加法

与之前估计对数曲线参数的原理相同，我们在假
设该模型成立的基础上，将各个样本点的值分别
代入模型，可得3m个方程，然后分别对前m个方程、
中间m个方程和后m个方程相加，化为3个方程，联
立这3个方程求解即可得到3个未知参数a，b，k的
估计值。

二、修正指数曲线模型
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⚫方法二：分段方程相加法

将各样本点的值分别带入模型

二、修正指数曲线模型
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⚫方法二：分段方程相加法

二、修正指数曲线模型
第五章>>第三节



【例5-3】某企业2003一2017年产品产量(单位:万台)
资料如表5-4所示试预测该企业2018年的产品产量。

设该企业的产品产量为Yt,绘制散点图,如图5-8所示

二、修正指数曲线模型
第五章>>第三节

从图形看出，产品产量
有类似于修正指数曲线
的变动趋势,产品产量的
增长速度起初较快,之后
逐渐减慢,并有一个平缓
的极限趋势



【例5-3】某企业2003一2017年产品产量(单位:万台)
资料如表5-4所示试预测该企业2018年的产品产量。

二、修正指数曲线模型
第五章>>第三节

对数据进行一阶差分后再
求环比指数，可以看出环
比序列在自然数1左右变
动,即各期产品产量增长
量的增长速度大体相等,
基本符合修正指数模型的
数值特征。因此,这里用
修正的指数模型来模拟。
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S型曲线预测模型

◼ 在前几节所讨论的曲线模型中,我们或者认为曲线的斜
率随着时间增加而增加(如对数曲线模型),或者随着时
间增加而减少(如修正指数曲线模型)，这意味着我们
假设经济现象的变化速度仅有一种状态,或者变化速度
加快,或者减慢。

◼ 但对于我们所研究的真实世界来说,很多经济现象常常
具有如下特征：初期增长速度较慢,随后增长速度逐渐
加快，达到一定程度后,增长速度又开始下降,到后期
逐渐趋于一条饱和直线,增长速度基本上稳定于零。
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S型曲线预测模型

◼ 从图形上看,这一过程类似于一条S形曲线。曲线
的明显特征是有一个拐点和一个增长的极限(某一
条饱和直线)。拐点即增长速度由上升转为下降的
点，从微积分的角度来看,曲线在该点的二阶导数
为零。

◼ 一般用来拟合这类数据的模型有两个：冈珀茨(Go
mpertz)曲线和逻辑斯谛(logistic)曲线。由于这
两个曲线能反映具有生命周期特征的现象，例如
产品市场寿命、人口预测等,因此它们也被称为生
命周期曲线。
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一、冈珀茨曲线模型

◼ 冈珀茨曲线是英国统计学家和数学家冈珀茨提出
的，该曲线描述了这样一种发展趋势，初期增长
速度较慢，随后增长速度逐渐加快，达到一定程
度后，增长速度又逐渐减慢，到后期逐渐趋于一
条饱和直线。

◼ 冈珀茨曲线模型的一般形式为：

(5.11)

其中，k,a,b为参数，t为时间变量， 为误差项。

tb

t tY ka u= +

tu
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◼ 几何图形如图5-9所示：
图5-9冈珀茨曲线

一、冈珀茨曲线模型
第五章>>第四节

二阶函数求导为0



一、冈珀茨曲线模型

◼ 根据式（5.11）可知，t=0时， ；当

时,        ；当

时,         ；k是该曲线的上限。可以计算得

到，曲线的拐点为 ，曲线不

关于拐点对称。

kaYt =

+→t kYt = −→t

0=tY

),
ln

])(lnln[
(

1

e

k

b

a −−
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一、冈珀茨曲线模型

◼ 1.冈珀茨曲线模型的适用条件

⚫实际上，冈珀茨曲线模型可以转化为修正指数曲线模型。

对冈珀茨曲线 的两端取自然对数，有：

设 ，则上式可化简为修正指数

曲线：

(5.12)

tb

t kaY =

ln ln lnt

tY k b a= +

aakkYY tt ln,ln,ln *** ===
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一、冈珀茨曲线模型

◼ 1.冈珀茨曲线模型的适用条件

⚫由前面的学习我们已知,修正指数曲线的时序的一
阶差分的环比为一常数。从而可知,冈珀茨曲线的
时序取对数后的一阶差分的环比也为一常数。因
此,当时序取对数后的一阶差分的环比近似为一常
数时,我们可以用冈珀茨曲线模型来模拟。
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一、冈珀茨曲线模型

◼ 2.参数估计

⚫对冈珀茨曲线模型的参数k，a，b的估计可以先将模
型取对数后，用修正曲线的参数估计方法，求
得 ，然后再利用等式 求出k和
a的估计值。

⚫具体的计算公式如下：

bak ˆ,ˆ,ˆ
* *ln , lnk k a a= =
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一、冈珀茨曲线模型

⚫其中，

⚫ 表示将时序分为期数相等的三段后的各段
样本值取对数后的和。

*

2 1 2

ˆ 1
ˆ ( ln ln )

ˆ ˆ( 1)
t t m

b
a Y Y

b b

−
= −

−
 

2 1*

1

( ln ln )1ˆ [ ln ]
ˆ 1

t t

t

m

Y Y
k Y

m b

−
= −

−

 


)3,2,1(ln = iYti
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一、冈珀茨曲线模型

【例5-4】某公司生产MP3产品，表5-5中第1列是MP3近9个
月的销量(单位:件),试预测第10个月第11个月的销售量。

绘制数据的散点图(见图 5-10),可以发现曲线在前3个左右
增长的速度较为平缓,从第4个月到第7个月销售量增长速度
有明显加快,到了第89个月增长的速度有所减慢。因此我们
直观上判断,该时间序列可以用冈珀茨曲线模型来描述。
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一、冈珀茨曲线模型

【例5-4】某公司生产MP3产品，表5-5中第1列是MP3近9个
月的销量(单位:件),试预测第10个月第11个月的销售量。

表5-5的第5列显示了时序对数的一阶差分环比,可以认为其
收敛于一常数。因此,根据数值特征,我们也可以得出用冈
珀茨曲线来描述的结论。
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二、逻辑斯蒂曲线模型

◼ 逻辑斯蒂曲线模型又称为逻辑曲线或推理曲线，
是由比利时数学家哈尔斯特研究人口增长规律时
提出的。该曲线与冈珀茨曲线很相近，其时间序
列的变化趋势为初期增长缓慢，随后一个阶段急
剧增长，达到一定程度后，增长速度减慢，最后
达到饱和状态。

◼ 逻辑斯蒂曲线模型最常见的形式为：

(5.13)
1

t tbt

k
Y u

ae−
= +

+
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二、逻辑斯蒂曲线模型

◼ 其中，k，a，b为模型参数；k称为极限参数，它
意味着 处于饱和状态时的值。如图5-11所示：tY

图5

－1
1

逻
辑
斯
蒂
曲
线
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◼ 根据式（5.13）可知，t=0时， ；

时,       ； 时,      ；k是该曲线的上

限。可以计算出曲线的拐点为 ，曲线关于

拐点对称。

◼ 事实证明，逻辑斯蒂曲线可以很好地描述耐用消费
品（如电视、电冰箱等）的普及过程、技术发展过
程等经济现象的变化特征。

a

k
Yt

+
=

1

ln
( , )

2

a k

b

+→t

kYt = −→t 0=tY

二、逻辑斯蒂曲线模型
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二、逻辑斯蒂曲线模型

◼ 1.逻辑斯蒂曲线模型的适用条件

⚫将逻辑斯蒂曲线 两边取倒数，原模型变
为：

令 ，从而有：

(5.14)

即逻辑斯蒂曲线求倒数后，可以转变为修正指数曲线。

btt
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二、逻辑斯蒂曲线模型

◼ 1.逻辑斯蒂曲线模型的适用条件

⚫这说明,如果对一个时间序列取倒数后，其一
阶差分的环比序列近似于一常数,则可以用逻
辑斯谛曲线来模拟。需要注意的是,此时趋近
的常数为 ，它不同于冈珀茨曲线模型趋近
的常数b。
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二、逻辑斯蒂曲线模型

◼ 2.参数估计

⚫由于该模型的倒数方程即为修正指数曲线模型，因此，修
正指数曲线模型的参数估计原理可用于逻辑斯蒂曲线的参
数估计。

⚫令 ，逻辑斯蒂曲线模型
可转变为：

t

t

t ubakY ++= ****

b

t

t eb
k
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k
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Y
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1
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1
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二、逻辑斯蒂曲线模型

⚫可求得：

* 2 1

1 2

1ˆ ln ln ln( )m
R R

b b
R m R

= − = − =

2*

1
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2 1
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二、逻辑斯蒂曲线模型

【例5-5】某化妆品2003年到2017年的销售额资料如表5-6所
示试用逻辑斯谛曲线对该化妆品2018年的销售额进行预测。
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二、逻辑斯蒂曲线模型

【例5-5】某化妆品2003年到2017年的销售额资料如表5-6所
示试用逻辑斯谛曲线对该化妆品2018年的销售额进行预测。

从图形上看，该化妆品的销售额在2005年以前增长较慢，但
在2006一2009年间有较快的增长，销售额快速膨胀,接着在20
11年之后销售额增长趋缓,之后呈勾速增加的趋势。
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二、逻辑斯蒂曲线模型

【例5-5】某化妆品2003年到2017年的销售额资料如表5-6所
示试用逻辑斯谛曲线对该化妆品2018年的销售额进行预测。

表5-7中对销售额序列做了处理,求出各期的倒数差分环比数
列,可以看出基本上在常数1左右波动,从而认为其趋近于一
常数。因此,我们认为这里用逻辑斯谛曲线来描述是适宜的。
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案例

◼ 【例5-6】已知某公司1997一2017年产品销售额资料试选用
合适的非线性趋势模型预测该公司2018 年和2019年的产品
销售额。
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案例

为了从直观上判断该时间序列适合用哪种模型来进行预测,
首先画出其散点图。

第五章>>第五节

从图 5-13来看,该时序有修正
指数曲线变动的趋势,因此可
以考虑用修正指数曲线模型。

同时,也发现该散点图在变动
过程中有不明显的增长速度的
变动,特别是在2004 年至2006 
年,销售额增长速度由较快趋
于平缓,因此很可能该数据也
可以用逻辑斯谛曲线来模拟。



案例

◼ 为了确定较合适的预测模型,对数据进行差分和取倒数的处
理,以求从数据本身特征寻找判断的依据。

第五章>>第五节

表5-9中第4列和第5
列分别列出了时序差
分环比指数和时序倒
数的差分环比指数,
可以分别用来判断时
序是否具有修正指数
曲线或逻辑斯谛曲线
特征。



案例

◼ 从数据特征来看,两列指数都在自然数1左右波动,但从波动
的幅度上来看,有时序差分环比指数波动率小于时序倒数的
差分环比指数波动率。

◼ 为了进一步确定模型,考虑用逻辑斯谛曲线模型和修正指数
曲线模型分别对该序列进行模拟预测,通过比较两模型预测
残差 的平方和,最终决定选用哪种模型进行预测。

第五章>>第五节
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案例

◼ 1.修正指数曲线模型

◼ 由题意可知n=21,m=7。根据参数估计公式,有

◼ 因而修正指数曲线模型为
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案例

◼ 2. 逻辑斯蒂曲线模型

◼ 由题意可知n=21,m=7。根据参数估计公式,有

◼ 从而有

◼ 因而逻辑斯蒂曲线模型为
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案例

◼ 为了比较两模型的优劣,将t=1,2,…,21分别代入两个模型中,

求出1997一2017年产品销售额的拟合值，然后分别求出两个

模型的残差平方和 。结果如表 5-12所示,

其中 分别表示修正指数曲线模型的拟合值和逻辑斯谛

曲线模型的拟合值。

◼ 从计算结果可知，修正指数模型的残差平方和要远大于逻辑

斯谛曲线模型的残差平方和，这说明逻辑斯谛曲线模型的拟

合效果更好。因此,本例最终选用逻辑斯谛曲线模型来进行

预测。
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案例

◼ 我们将t=22,t=23代入模型,可计算出该公司2018年和2019年

的销售额的预测值分别为:
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◼ 1.简述如何识别以下几种非线性曲线模型。

（1）多项式曲线模型

（2）修正指数曲线模型

（3）对数曲线模型

（4）冈珀茨曲线模型

（5）逻辑斯蒂曲线模型

思考与练习
第五章>>思考与练习



◼ 2.试述用三点法估计增长曲线模型参数的基本思想。

◼ 3.试述用分段求和法估计增长曲线模型参数的基本
思想。

思考与练习
第五章>>思考与练习
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